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ОСНОВНЫЕ ПОЛОЖЕНИЯ 
 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ НАПРЯЖЕНИЙ В РАСЧЕТНАХ НА ПОПЕРЕЧНЫЙ ИЗГИБ 
Нормальные σ  и касательные τ  напряжения в поперечном сечении 

определяются после построения эпюр M  и Q  по формулам 

;
X

iX
i J

yМ ⋅
=σ  

iX

ОТС
iy

i вJ
SQ
⋅

⋅
=τ ,  (Формула Журавского), 

где  – момент инерции; xJ

iy  – координата y  точки   в которой определяются нормальные 

напряжения 

i

iσ ; 

yx QM , – изгибающий момент и поперечная сила в рассматриваемом 

сечении (по эпюрам M  и ); Q
yx, – оси координат, проходящие через центр тяжести сечения; 

iв  – ширина сечения в точке   (по прямой, параллельной оси i x ); 
ОТС
iS – статический момент «отсеченной» части сечения относительно оси x; 

iτ – касательные напряжения в точке . i
После нахождения нормальных и касательных напряжений в поперечном (  

оси бруса) сечении могут быть определены касательные и нормальные в наклонном 
сечении, проходящем через точку i . Как правило, интерес представляют те 
наклонные сечения, в которых действуют наибольшие сжимающие и 
растягивающие напряжения (главные напряжения) 

⊥

min1σ , max1σ  и максимальные 

(минимальные) касательные напряжения min1τ , max1τ . Значения этих напряжений и 
угол наклона площадок, на которых они действуют, определяются графически (круг 
Мора) или аналитически по формулам: 

;
22

2
2

min
max i

ii
i τσσσ +±=  

;
4

2
2

min
max i

i
i τστ +±=  

;
2

)2(
i

iarctg
σ
τ

α
−

=  
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ПРИМЕР ВЫПОЛНЕНИЯ ЗАДАНИЯ 
 

Исходные данные: балка загружена по схеме (рис. 1); 
[ ] МПа210=σ  – расчетное сопротивление при изгибе; 

[ ] МПа130=τ  – расчетное сопротивление на срез при изгибе 
 

1.Определение внутренних силовых факторов 
 

1.1. Определение опорных реакций: 
 

0=∑ AM ;   011205,2540350670 =⋅−⋅⋅+⋅+⋅− BR  
кНRB 100=  
0=∑ BM ;   0705,354035067120 =+⋅⋅+⋅+⋅+⋅− AR  
кНRB 270=  

Проверка:  );(0 ↑=∑ Y 100 054012050270 =⋅−−−+  
 

1.2. Построение эпюр Q  и М: 
 

I уч.       0;10 =≤≤ zz  в т. С 

кНQ 120−= ; zM ⋅=120 ; ; 00 ==zM мкНM z ⋅== 1201  

II уч.     0;30 =≤≤ zz  в т. А 

zzQ 4015040270120 −=−+−= ;   кНQz 1500 == ; кНQz 303 ==  

2
40270)1(120

2zzzМ +−+= ;  мкНMz ⋅== 1200 ; 

мкНMz ⋅−== 1503  

Экстремума в М  нет, т.к. 0– ≠участкаIIQ  

III уч.   0;20 =≤≤ zz  в т. Е 

zQ 40100 +−= ; кНQz 1000 −==  ; кНQz 201 −==  

2
2

2010030
2

40)1(10070 zzzzМ +−−=++−= ;  

Экстремума нет, т.к. 0≠Q ; мкНM z ⋅−== 300 ; мкНM z ⋅−== 1502  
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IV уч.  0;10 =≤≤ zz  в т. Р 

кНQz 1000 −== ; zM 10070 −= ; мкНM z ⋅== 700 ; 
мкНM z ⋅−30==1  

V уч.    0;10 =≤≤ zz  в т. К 
м0=Q ; кНM ⋅= 70  

 
2. Подбор сечения 

 

3
3

714
210

10150
][

смМW =
⋅

==
σ

 

По сортаменту (ГОСТ 8239–79): 
3743–36 смW№I , I  X = 3597–33 смW№ X =

Проверка прочности по нормальным напряжениям: 

МПа
W
М 251

597
10150 3

max
133 =

⋅
==σ  

Перенапряжение: %55,19100
210

210241
>=

−
– недопустимо. 

МПа202
743

10150 3
max

136 =
⋅

=σ  

Проверка прочности I№36 по касательным напряжениям:  

ОТС
x

x

вJ
SQ

⋅
=

*
maxmaxτ ; кНQ 150max = ; ;  3* 423 смS x =

413380 смJ x = ; ; смdв ОТС 75,0==

[ ]1302,63
75,013380
10423150max <=

⋅
⋅⋅

= МПаτ  

Принимаем I  36№
_________________ 

* [ ]σ
MW =  [ ]

[ ]МПа
мкН ⋅ ; 33

3

36

3

2

10
10

10
10

смсм
кН
ммкН

==
⋅⋅ ; [ ]

[ ] [ ]3310 см
МПа

мкН
=

⋅  
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Рис. 1 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
9. Определение угла поворота оси в т.А (рис. 5) 

 
:Aϕ   I уч.    0)( 11 =⋅ММР     V уч.    0)( 51 =⋅ММР  

II уч. +⋅−⋅+⋅⋅+⋅⋅−=⋅ ]1205,011503,0150212012[
6
3)( 21ММ Р   

3
2

90)]5,0()1[(
8

340(
3
3 мкН ⋅=−+−

⋅
−+  

III уч. 

+⋅+⋅+⋅⋅+⋅⋅=⋅ ]305,0150167,030167,021505,02[
6
2)( 31ММР   

3
2

6,75)]167,0()5,0[(
8

240(
3
2 мкН ⋅=−+−

⋅
−+  

IV уч. 3
41 3,0]167,07030167,02[

6
1)( мкНММ Р ⋅−=⋅−⋅⋅=⋅  

°=⋅=
⋅⋅⋅⋅

−+
=

⋅

⋅
= −

−

=

=
∑

34,0.109,5
101013380101,2

3,06,7590
)(

3
835

4

2 рад
JE

MM
i

i
IP

Аυ

 
Аналогичным образом получено: 

смf °k 53,0−= ;   = 36,0Вϕ  
На рис. 6 представлен характер изогнутой оси балки (масштабы перемещений и 

длины балки не совпадают). 
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IV уч. +−⋅+⋅⋅+−⋅−⋅=⋅ )5,0(707002)30()5,0(2[
6
1)( 41ММ Р  

38,0]0)3( мкН ⋅−=⋅−+  

смм
JE

iMM
f

i

i
IP

D 52,11052,1
101013380101,2

)8,07,2265,202(
)(

2
835

4

2 =⋅=
⋅⋅⋅⋅

−+
=

⋅

⋅
= −

−

=

=
∑

 

 
8. Определение перемещений оси в т.С (рис. 5) 

 

I уч.     3
21 40)11202(

6
1)( мкНММР ⋅=+⋅=⋅  

II уч.   +⋅−⋅+⋅⋅−⋅⋅=⋅ ]11505,01205.0150211202[
6
3)( 21ММ Р   

3
2

90]5,05,1[
8

340(
3
3 мкН ⋅−=+

⋅
−+  

III уч.   +⋅−⋅−⋅⋅−⋅⋅−=⋅ ]150167,0305,030167,021505,02[
6
2)( 31ММР   

3
2

6,75]167,05,0[
8

240(
3
2 мкН ⋅−=+

⋅
−+  

IV уч.   3
41 3,0]7016730167,02[

6
1)( мкНММ Р ⋅=⋅+⋅⋅−=⋅  

V уч.     0)( 51 =⋅ММР   

смм
JE

MM
f

i

i
IP

С 45,0105,4
101013380101,2
3,06,759040(

)(
3

835

4

2 −=⋅−=
⋅⋅⋅⋅

+−−
=

⋅

⋅
= −

−

=

=
∑

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

3. Построение эпюры нормальных σ и касательных τ напряжений для 
опасного сечения балки (рис. 2) 

(по указанию преподавателя) 
 
Рассмотрим сечение в т.А (рис. 1): мкНM ⋅=120 ; кНQ 150= . 
 

 
3.1. На эпюре σ отмечаем значение напряжений в девяти точках 

упрощенного сечения двутавра: 
 

].[ МПа
J
yM

x

i
i

⋅
=σ  

;5,161
743

10120 3
max

9,1 ±=
⋅

±=
⋅

±=
xJ
yMσ  

;4,150
13380

77,1610120 3

9,7;9,2 ±=
⋅⋅

±=σ  

2,75
13380

39,810120 3

6.4 ±=
⋅⋅

±=σ ; 

05 =σ . 
 
 

3.2. Построение эпюры τ. Указываются значения в девяти точках: 
 

][maxmax МПа
вJ
SQ
ОТС
ix

OTC
i

⋅
⋅

=τ ; 

кНQ 150max = ; ; 413380смJ x =
OTC
iS  [см3] – статический момент отсеченной в i-й точке части двутавра; 
ОТС
iв  – ширина двутавра в i-й точке. 

 
Точки 1, 9   09,1 =τ , т.к. ; 09,1 =OTCS

Точки 2, 8   ; 310)2/23,118(23,15,148,2 =−⋅⋅=OTCS

4,2
5,1413380

10310150
8,2 =

⋅
⋅⋅

=τ  

3108.27,3 == OTCOTC SS ;  Точки 3,7     
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3,46
75,013380
10310150

7,3 =
⋅

⋅ ⋅
=τ

Точки 4,6     

 

 38)2/385,8385,8(75,0385.88.25,4 =++= OTCOTC SS 9⋅ ;    

1,58
75,013380
10389150

7,3 =
⋅
⋅⋅

=τ  

Точка 5          4235 == OTC
x

OTC SS ;   2,63
75,013380
10423150

5 =
⋅
⋅⋅

=τ  

 
4. Пост ныхроение эпюры глав  напряжений и наибольших (наименьших) 

касательных напряжений в опасном сечении балки (рис.2.б) 
 

4.1. Построение эпюры главных напряжений 
 

МПаi
ii

i ;
42

2
2σσ

min
max τσ +±=  

Точка 1     5,1610
4

5,161
2

5,161 2

min
max1

=+±=σ ; 0 

Точка 9    00
4

5,161
2

5,161 2

min
max9

=+±−=σ ; -161,5 

Точка 2     .04,0;44,1504,2
4

4,150
2

4,150 2
2

2 min
max −=+±=σ  

Точка 8     .4,150;04,0
min
max8 −=σ  

Точка 3     .1,13;5,1633,46
4

4,150
2

4,150 2
2

3 min
max −=+±=σ  

Точка 7     .5,163;1,13
min
max7 −=σ  

Точка 4     .6,31;8,1061,58
4
2,75

2
2,75 2

2

4 min
max −=+±=σ  

Точка 6     .8,106;6,31
min
max6 −=σ  

Точка 5     .2,632,6300 2
5 min

max ±=+±=σ  

 
 
 

 
 

Рис. 5. 
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4. Вычислить перемещение, просумми овав результаты «перемножения» по 
участкам и разделив полученное значение на жесткость балки EJ. При 

р

перемножении эпюр на участках с линейным изменением Мр мо но 
воспользоваться правилом «перемножения» трапеций (рис. 4); 

 

( )

ж

( 22 авваввaaLMM ⋅+⋅+⋅⋅+⋅⋅=⋅ )11111 6P  

 
– ординаты эпюр моментов я в формулу со своими знаками. 
ри «перемножении» эпюр на участках с изменением МР по закону параболы 

пр авляется 
тр

 11,,, вавa  вносятс
П
оизведение iР ММ ⋅  предст как сумма результатов «перемножения» 
апеции и «сегмента» на трапецию: 

)()()22(
3

( 11 вaclaввaввaalМ Р +⋅+⋅+⋅+⋅⋅+⋅⋅⋅
3

) 11111М = * 

Для определения угла поворота оси балки методом Верещагина в балк в 
рассматриваемой точке прикладывается единичный безразмерный сосредоточен  
мо

е 
ный

мент, в дальнейшем решении сохраняется полная аналогия с задачей определения 
перемещений. 
 

7. Определение перемещений оси в середине пролетной части балки т.А  
(рис. 5) 

I уч.

:  Df
    0)( 11 =⋅ММР    0(МР  )51 =⋅М V уч.    

II уч.  +−⋅+⋅−+−⋅−⋅+⋅⋅ 5,112002[( =⋅ )]5,1(1200)150()()150(2
6
3)21ММР  

3
2

5,202)]5,1(0[
8

340(
3
3 мкН ⋅=−+

⋅
−+  

+−⋅−+−⋅−⋅+−⋅−⋅=⋅ )150()5,0()30()5,III уч. 0(2)150()5,1(2[
6
2)( 31ММР  

3  
2

7,226)]5,0()5,1[(
8

240(
3
2)]30()5,1( мкН ⋅=−+−

⋅
−+−⋅−+

 
____________________ 

* Ординаты эпюр моментов вносятся в формулу со своими знаками (для рис. 4 
св ,1 – имеют знак «–». 

 
Рис. 2         
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4.2. Построение эпюры наибольших касательных напряжений 

 

МПаi
i

i ;
4

2
2

min
max τστ +±=  

Точки 1,9      8,800
4

5,161 2

9,1 min
max ±=+±=τ  

Точки 2,8     3,754,2
4

4,150 2
2

8,2 min
max ±=+±=τ  

Точки 3,7     3,883,46
4

4,150 2
2

7,3 min
max ±=+±=τ  

Точки 4,6     2,691,58
4
2,75 2

2

6,4 min
max ±=+±=τ  

Точка 5        2,632,630 2
5 min

max ±=+±=τ  

 
 

5. Графическое определение величины и направления главных напряжений 
(круг Мора) 

 
На рис. 3 показано решение для т.6 опасного сечения 

 
6. Определение углов поворота и прогибов оси балки 

 
Для решения по п.6 существуют методы: начальных параметров, 

непосредственного интегрирования, графоаналитический, Верещагина. 
Для определения прогиба методом Верещагина, необходимо: 
1. Приложить к балке единичную безразмерную силу в точке определения 

прогиба и в направлении, в котором требуется определить прогиб. 
2. Построить эпюру моментов от единичной силы 
3. «Перемножить» по правилу Верещагина эпюры моментов от внешней 

нагрузки МР и единичной силы Мi по участкам, в пределах которых нет 
качественных изменений в обеих эпюрах. 
 
 
 
 

 

 
Рис. 3 

 
Рис. 4 
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